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不规则载荷影响地表近场垂向位移和
倾斜观测的定量计算

闫伟 牛安福 陈国琴
中国地震台网中心，北京市西城区三里河南横街 5 号 100045

摘要 基于均匀的、各向同性的半无限弹性体的点状载荷模型引起周边垂向位移场变化的

解析解，本文推导了水平倾斜场的解析解计算方法，给出了二维、三维不规则形状载荷对地面或

地下某点的垂直位移和水平倾斜的解析解计算方法。并对比分析了质点简化模型和不规则模

型的差异性。最后给出了据不规则形状载荷模型得到的近场垂直位移以及水平倾斜场的展布

特征。研究结果表明，相对质点简化模型，不规则载荷模型对近场的刻画具有一定优势;二维不

规则形状载荷模型的建立，使得将载荷散点化后再将矢量叠加进行计算成为可能;三维不规则

形状载荷模型在载荷散点化后，通过赋予散点的不同权重进行载荷重新分配，然后用矢量计算

法获取位移场的变化;在二维和三维不规则载荷散点化后的矢量叠加过程中都存在着较明显的

收敛过程，表明该计算方法的正确性和可行性。
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0 引言

随着国家“十五”前兆台网建设，地震观测系统已建成包括 260 多个 GPS 站点、1000 多
个地表和钻孔倾斜观测站的观测网络，为地壳运动和地表倾斜前兆观测提供了大量的数据
支撑，不少学者探讨了震前形变异常的变形特征(张晶等，2006、2007、2009;邱泽华等，2010;
邱泽华，2014;牛安福等，2009、2012、2013)。另一方面，随着基础设施建设的增多，各台站的
观测环境受到的影响益发严重，台站周边存在着越来越多的载荷影响(朱航等，2010;刘瑞
春等，2012;马栋等，2014)。

载荷对周边变形观测影响的理论分析在地震前兆观测或地基沉降监测研究中具有一定
意义(张蕙兰，2013;黄庆享，2005;杨国春等，2002)。由于实际载荷多为不规则形状，在处
理相关问题时，不少学者利用数值分析技术探讨其周边位移应变解(Wang，2000、2002;杜瑞
林等，2004)，也有学者通过将模型简化成质心点载荷模型的方式获得该问题的近似解析解
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(胡卫建等，2002;邱泽华，2004;骆鸣津等，2008;李祖宁等，2007)。由于质心简化模型的前
提是水平距离相对载荷尺寸较长，但此时载荷的影响量也会随着距离的增加而减小。为了
精细刻画载荷近场的影响，有必要研究不规则形状载荷模型近场解析解的计算方法。由于
目前大部分前兆观测为地表或近地表观测，因此本文将研究重点定位在单层介质的不规则
形状解析解模型的建立和分析。

1 质心点状载荷模型周边垂向位移场和倾斜场
1. 1 质心点状载荷模型周边垂向位移场

图 1 质心点状载荷模型坐标示意图

在均匀的、各向同性的半无限弹性体表
面作用一竖向集中力 P 时(图 1 )，任意点
M( x，y，z) 的竖向正应力及竖向位移(沉降)
可由布西内斯克解(Boussinesq，1885)计算。

M( x，y，z) 点的竖向正应力 σ z 及竖向位
移 w 可表示成如下形式

σ z = 3P
2πＲ2 cos

3 θ = 3P
2π
· z3

Ｒ5 (1)

w = P(1 + μ)
2πE

z2

Ｒ3 + (1 － 2μ) 1[ ]Ｒ
(2)

公式(1)、(2)中 Ｒ 为 M 点到集中力作用点 P 的距离，Ｒ = x2 + y2 + z槡
2，E 为杨氏模量，μ

为泊松比。
以砂岩介质为例，取杨氏模量 E = 4 × 107 Pa，泊松比 μ = 0． 25，点状集中载荷力 P = 2． 0

× 104N，利用公式(2)即可得到载荷周边垂向位移场空间分布(图 2( a))和深度为 0. 1m 处
水平切面的垂向位移等值面的分布(图 2(b))。

图 2 ( a) 点状载荷模型垂向位移场三维切片图; (b)深度为 0. 1m 水平切面上的垂向位移分布图

由图 2 可以看出，点状载荷所引起的垂向位移场的主要特征为:①载荷集中点处垂向位
移最大;②垂向位移自载荷中心向 x、y、z 三个方向快速衰减;③深度为 0. 1m 水平切面垂向
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位移也表现出自载荷中心向 x、y 方向快速衰减的趋势。
1. 2 质心点状载荷模型周边倾斜场

由于受到垂向载荷而引起的倾斜角度可表示为垂向位移与水平某方向位移之比的反正
切函数。由公式(2)对 Ｒ 求偏导可得

w
Ｒ

= － 3 P(1 + μ)
2πE

z2Ｒ －4 － P(1 + μ)
2πE

(1 － 2μ)Ｒ －2 (3)

由 Ｒ = x2 + y2 + z槡
2，对 x 和 y 分别求偏导可得

Ｒ
x

= Ｒ －1 x， Ｒ
y

= Ｒ －1 y (4)

公式(3)、(4)相乘可得

Tx = w
x

= w
Ｒ
·Ｒ
x

= － 3 P(1 + μ)
2πE

z2Ｒ －4 － P(1 + μ)
2πE

(1 － 2μ)Ｒ －[ ]2 Ｒ －1 x (5)

Ty = w
y

= w
Ｒ
·Ｒ
y

= － 3 P(1 + μ)
2πE

z2Ｒ －4 － P(1 + μ)
2πE

(1 － 2μ)Ｒ －[ ]2 Ｒ －1 y (6)

点状载荷引起 x 和 y 方向的倾斜角度 φ x 和 φ y 分别为
φ x = arctan(Tx)， φ y = arctan(Ty) (7)

同样，以砂岩介质为例，取杨氏模量 E = 4 × 107 Pa，泊松比 μ = 0． 25，点状集中载荷力 P = 2． 0
× 104N，利用公式(7)即可得到深度为 0. 1m 处水平切面的 x 和 y 方向倾斜场等值面分布
(图 3)。

图 3 深度为 0. 1m 水平切面的倾斜场等值面图
( a) x 方向，( b) y 方向

为了更直观地显示载荷周边倾斜场的分布情况，我们定义水平面倾斜的标量值

θ = φ x
2 + φ y槡

2 (8)
点状载荷周边倾斜标量值及其深度为 0. 1m 平面的倾斜方向如图 4 所示。

由点状载荷模型倾斜场分布(图 3、4)可以看出，在深度为 0. 1m 的水平切面上，倾斜量
值最大的点并不在点载荷的位置，而是存在一定的水平偏离; x 和 y 倾斜方向指向载荷
中心。
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图 4 ( a) 点载荷周边倾斜标量值 θ 的三维空间分布; (b)深度为 0. 1m 水平切面的倾斜矢量图

2 不规则形状载荷模型的建立

实际载荷的不规则形状可分为载荷分布均匀的二维不规则形状 (如无边坡的平底池
塘)、载荷分布不均匀的二维不规则形状(如无边坡的斜底池塘)、载荷密度均匀的三维不规
则形状(如相同密度的山体)、载荷密度不均匀的三维不规则形状(如不同密度的山体)。为
便于研究，可将其归纳为二维不规则形状载荷模型和三维不规则形状载荷模型。
2. 1 二维不规则形状载荷模型的建立

针对二维不规则形状载荷模型，可将该模型的总作用力 P 进行散点化，各散点的作用
力记为 Pi，分别求取各散点对某点 M 的垂向位移 Wi 和倾斜量 (Txi，Tyi)，然后求所有散点
对 M 点作用的矢量和，即可得到该点的垂向位移 w 和倾斜量 (Tx，Ty)。设网格个数为 n，各
变量间的关系为

Pi = P
n

(9)

w = ∑wi (10)

Tx = ∑Tx i， Ty = ∑Ty i (11)

其散点化过程如图 5 所示。在实际计算时，可将二维不规则模型以不同长度格网化，利
用公式(2)、(5)、(6)分别求取 M 点的 wi 和 Txi 和 Tyi，然后利用公式(10)、(11)求取该点的
垂向位移场 w 和倾斜矢量(Tx，Ty)。

由于经过散点化的处理，因此需要验证计算结果随格网数目变化的收敛特征。图 6 给
出了在杨氏模量 E = 4 × 107 Pa、泊松比 μ = 0. 25、总载荷 P = 2． 0 × 104N 的条件下，M 点
(1. 5m，－ 1. 5m，－ 0. 2m)处垂向位移 w 及其一阶差分 Δw 随不同的格网划分而发生的变
化。从图中可以看出，随着格网数的增加，垂向位移收敛于 － 2. 3663 × 10 － 5 m(图 6( a))，垂
向位移的一阶差分结果收敛于 0 (图 6 ( b)); x 和 y 方向倾斜角度分别收敛于 － 7. 8278 ×
10 － 6 rad 和 8. 2101 × 10 － 6 rad(图 6( c)、( e))，其一阶差分结果收敛于 0(图 6(d)、( f))。该
收敛特征也说明了运用散点化方法计算二维不规则形状载荷模型的正确性和可行性。
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图 5 二维不规则模型散点化过程示意图

图 6 二维不规则形状载荷模型 M 点垂向位移、x 方向倾斜角度、y 方向倾斜角度与格网数的关系
其中，( a)为垂向位移与格网个数的关系，( b)为( a)序列的一阶差分;( c)为 x 方向倾斜角度与格网个数的关系，

( d)为( c)序列的一阶差分;( e)为 y 方向倾斜角度与格网个数的关系，( f)为( e)序列的一阶差分

2. 2 三维不规则形状载荷模型的建立
三维不规则形状载荷模型的建模思路与二维不规则形状载荷模型的建模方法基本一

致，也是将不规则形状载荷进行散点化处理(图 7)。不同之处为:①针对密度均匀的三维不
规则形状载荷，可将散点的高程( Hi )作为权重对总载荷 P 进行重新分配(图 8);②针对密
度不均匀的三维不规则形状载荷，可将散点的高程(Hi)和密度( ρ i )的乘积作为权重对载
荷 P 进行重新分配，即(12)式。
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Pi = P
n
·

Hiρ i

∑Hiρ i

(12)

图 7 三维不规则形状载荷模型散点化过程示意图

图 8 三维不规则形状载荷高程空间分布

由于密度不均匀的三维载荷和密度均匀的三维载荷在处理过程中只是权重的定义不
同，为了清晰地说明载荷的建模方法，本文重点讨论密度均匀的三维载荷模型的建立方法。
与二维不规则形状载荷模型类似，由于存在散点化的处理过程，需要验证计算结果随格网数
目变化的收敛特征。图 9 为在杨氏模量 E = 4 × 107 Pa、泊松比 μ = 0. 25、总载荷力 P = 2． 0 ×
104N 的条件下，M 点(1. 5m，－ 1. 5m，－ 0. 1m)处垂向位移 w、x 方向倾斜 Tx、y 方向倾斜 Ty
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及其一阶差分随格网划分的关系。由图可以看出，随着格网数的增加，垂向位移收敛于
－ 2. 3977 × 10 － 5m(图 9( a))，垂向位移的一阶差分结果也收敛于 0(图 9(b))。x和 y方向倾
斜角度分别收敛于 － 8. 005 × 10 － 6 rad 和 8. 5383 × 10 － 6 rad(图 9( c)、( e))，其一阶差分结果
也收敛于 0(图 9(d)、( f))。该收敛特征也说明运用散点化方法计算三维不规则形状载荷
模型的正确性和可行性。

图 9 三维不规则形状载荷模型 M 点垂向位移、x 方向倾斜角度、y 方向倾斜角度与格网数的变化关系
其中，( a)为垂向位移与格网个数的关系，( b)为( a)序列的一阶差分;( c)为 x 方向倾斜角度与格网个数的关系，

( d)为( c)序列的一阶差分;( e)为 y 方向倾斜角度与格网个数的关系，( f)为( e)序列的一阶差分

3 两种载荷模型计算结果的比较

为了讨论不规则形状载荷模型和质点载荷模型的差异性，本文计算了在 y = 0. 4m，深
度为 0. 1m 时沿 x 方向二维不规则形状载荷模型(图 5)和质心模型引起的垂向位移 w、x 方
向倾斜量 Tx、y方向倾斜量 Ty 的变化(图 10( a)、( c)、( e))，为了进一步揭示二者的差异性，
本文求出模型的差异与不规则载荷模型结果的百分比随距离的变化并绘成图 10( b)、( d)
和( f)。

由图可以看出，两种模型在远距离端的差异呈逐渐减小的趋势，即两种模型的垂向位移
w、x 方向倾斜量 Tx、y 方向倾斜量 Ty 在远距离端计算结果趋于一致(图 10( a)、( c)、( e))。
近距离端两种模型的差异性比较大，从 w、Tx、Ty 的差异百分比图(两模型计算结果差与不规
则载荷模型结果的比值)也可以看出二者的差异性较大，有的甚至达到了 50%以上(图 10
(b)、(d)、( f))，该现象也说明在研究近距离端的垂向位移和倾斜场问题时，不应将载荷模
型作简单的质点化处理。
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图 10 根据两种模型计算得到的垂直位移、x 方向倾斜及 y 方向倾斜的结果比较
其中，( a)为垂向位移的计算结果;( b)为垂向位移的差异百分比;( c)为 x 方向倾斜的计算结果;( d)为 x 方向

倾斜的差异百分比;( e)为 y 方向倾斜的计算结果;( f)为 y 方向倾斜的差异百分比

4 不规则形状模型周边垂向位移场和倾斜场空间分布特征

运用前文提到的二维不规则载荷模型的建立方法，本文计算了图 5 所示的不规则二维

形状在 z = － 0. 1m 处的水平切面的垂向位移 w、x 方向倾斜 Tx 和 y 方向倾斜 Ty 的空间分布
等值线图(图 11)。可以看出，在深度为 0. 1m 处的水平切面，垂向位移场的空间分布并非
圆形，而是与不规则形状具有一定相关性的不规则图形(图 11( a)); Tx 和 Ty 场的空间展布
形状也与质点载荷引起的规则倾斜场(图 3)具有一定的差异性，并表现出了和载荷形状具
有一定的相关性。

由于三维模型受到散点高度权重的影响，三维不规则载荷模型在 z = － 0. 1m 处的水平
切面计算结果的空间不规则性更加突出。在深度为 0. 1m 的水平切面，垂向位移场的空间

分布也非圆形(图 12( a)); Tx 和 Ty 场的空间展布形状也与质点载荷引起的规则倾斜场(图
3)在近场区域的差异性更大(图 12( b)、( c))。引起该差异性的原因除了载荷的水平投影
的形状不规则外，还和其散点化后载荷分配时的权重(高程)具有一定的关系。

5 结论与讨论

综上所述，不规则载荷在近场的垂向位移和水平向倾斜场可使用本文叙述的方法建立。

二维不规则载荷模型的建立步骤可归纳为:首先对载荷形状进行散点化，其次根据不规则多
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图 11 二维不规则载荷模型在深度为 0． 1m 水平切面上垂向位移场( a)、x 方向倾斜场(b)、

y 方向倾斜场( c)的空间分布

边形内散点个数对载荷 P 进行平均分配，然后分别计算各散点载荷对某点的影响，最后矢
量化合成整个不规则载荷对该点的影响。三维不规则载荷模型的建立步骤可归纳为:首先
对三维载荷形状在水平面的投影进行散点化，其次利用不同的散点的高程作为权重进行载
荷 P 的重新分配，然后分别计算各散点载荷对某点的影响，最后矢量化合成整个不规则载
荷对该点的影响。

相对以往质点简化模型，不规则形状载荷模型的建立可较细致地刻画不规则载荷近场
的垂向位移和水平向倾斜场的特征。可为地表 GPS、洞体倾斜和钻孔倾斜类观测载荷影响
分析提供理论计算依据。

本模型的适用条件是:①本模型只适用于单层介质模型问题;②在重新建立载荷 P 时，
本文并未考虑散点之间存在垂向作用力或剪应力的情况。
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图 12 三维不规则载荷模型在深度为 0. 1m 水平切面上垂向位移场( a)、x 方向倾斜场(b)、

y 方向倾斜场( c)的空间分布
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Calculation of ground vertical displacements，tilts and their
distribution characteristics around an irregularly load

Yan Wei Niu Anfu Chen Guoqin

China Earthquake Networks Center，Beijing 100045，China

Abstract Based on the load model of uniform isotropic semi-infinite elastic，we deduced a
calculation of vertical displacement and tilt and proposed a method of calculation of vertical
displacements and tilts caused by irregular load on the ground or underground at a certain point
with two-dimensional and three-dimensional shape． We compared the difference between the
simplified model and the irregular model． Finally the vertical displacements near the irregular load
and the distribution of horizontal tilt are presented． The results show that，compared with mass
simplified model，irregular load model has certain advantages for describing the near field． The
establishment of two-dimensional irregular load model can help with the calculation of the modal
vector superposition after the load scatter． The three-dimensional irregular load model can
redistribute load scatter through different weight given to scatter after the load scatter． and then
obtain displacement with the vector calculation method． The results of vector superposition
calculation from scattered irregular load both in two dimension and three dimension are all
convergent obviously as grids are becoming dense，and it is shown that the calculation method is
correct and feasible．
Key words:Load model Tilt observation Vertical observation Analytical solution
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